KHBL TD 6 : Diagonalisation (3) 2025-2026

*
Exercice 1 Voir correction —
Soit A = ((1) _87) Montrer qu’il existe une matrice B € M»(R) telle que B® = A.
*
Exercice 2 Voir correction —

Soit A une matrice carrée de taille n telle que A* = I,, et A% # A. Montrer que A n’est pas diagonalisable.

*
Exercice 3 Voir correction —

(X —1)°
2
1) Pour tout entier positif n, montrer que ¢ définit un endomorphisme sur R,,[z]. déterminer son noyau.

Soit ¢ l'application qui & tout polynéme P(X) associe le polynéme ¢(P) = P(X) — (X —1)P/(X) + P"(X).

2) On se place dans cette question uniquement dans le cas n = 2 :déterminer la matrice représentative de ¢ dans la
base canonique de Rq[X].

3) En fonction de n, combien ¢ admet-il de valeurs propres distinctes ?

*
Exercice 4 Voir correction —

Soit n € N* et soient A, B € M, (R) telles que AB est diagonalisable.

1) Montrer que si A ou B est inversible, alors BA est diagonalisable.

2) Si A et B ne sont pas inversible, a-t-on toujours ce résultat ?

* K
Exercice 5 Voir correction —
1 a a?
Soitaunréelnonnulet A=| 1/a 1 a
1/a®> 1/a 1

1) Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A. A est-elle diagonalisable ?

On fixe un entier n > 1 et 2n réels aq,...,a, et by,..., b, (certains d’entre eux peuvent étre nuls).
On note M la matrice (a;b;)1<i,j<n-

2) Montrer que M = A pour des parameétres n, a; et b; a préciser.

3) Donner les valeurs propres de M (et leur multiplicité) en fonction des a; et des b; dans le cas général, et indiquer
une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité de M.

* *
Exercice 6 Voir correction —

On pose E = R, [X] et on considére endomorphisme f € L(F) défini par
VP eRy[X], f(P)=[X*-1)PT

1) Calculer la matrice de f dans la base canonique.
2) Déterminer les valeurs propres de f.

3) Montrer que f est diagonalisable.

*
Exercice 7 Voir correction —

Soit f un endomorphisme de E = R™ avec n > 2 tel que rg(f) < let f2+ f =0.
1) Montrer que 0 est I'unique valeur propre de f.
2) On suppose que f # Oz (p)-

a) Montrer que Im(f) C Ker(f)
b) En déduire une contradiction. Conclure.
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* X %
Exercice 8 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E) tel que u® — 5u? + 6u = 0. Etudier la diagonalisabilité de u.

* X %
Exercice 9 Voir correction —

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme nilpotent de E, de rang n — 1.
1) Montrer que pour tout k € [0,n], 0 < dim(Im(u*)) — dim(Im(u**+1)) < 1
Indication : appliquer le théoréme du rang d la restriction de u a Im(u®)
2) Montrer que s'il existe ko € [0,n — 1] tel que Ker(u*0) = Ker(u*o*1), alors Ker(u*°) = E.

3) En déduire que la suite (dim(Ker(u*)))ocr<n forme une suite strictement croissante, puis que dim(Ker(u*)) = k
pour tout k € [0, n].

4) Montrer que les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par u sont les Ker(u*) pour k € [0, n].

* *
Exercice 10 Voir correction —

On appelle matrice stochastique une matrice carrée a coefficients positifs telle que la somme des coefficients de chaque
ligne soit égale a 1.

V(Zaj) € [[1,71]]2, ai,j Z 0

Vi € [[1,7’7/]], Z?:l aij = 1 -

1) Montrer que si A, B sont deux matrices stochastiques, alors AB est stochastique.

A = (a;,j)1<i,j<n €st une matrice stochastique si {

2) Montrer que si A est une matrice stochastique, alors 1 est valeur propre de A.

3) Montrer que toute valeur propre A de A vérifie |A] < 1

* X %
Exercice 11 Voir correction —

Soient A et B deux éléments de M,,(R), et I la matrice identité de taille n.

1) Montrer que s’il existe o € R tel que AB — BA = «l, alors A et B commutent.
2) Soit W € M,,(R) une matrice de rang 1.

a) Montrer que si W est diagonalisable, alors tr(W) # 0

b) Montrer que si tr(W) # 0, alors W est diagonalisable.

c) Montrer que si la trace de W est nulle, alors W2 = 0

3) On suppose que V = AB — BA est de rang 1. Montrer que pour tout entier k, VA*V = 0. On pourra commencer
par montrer que (V A¥)2 = 0.

Le coin des khiibes
*

Exercice 12 Voir correction —

(D’aprés ESCP 2024)
Soit F un R-espace vectoriel. On note Idg 'application identité de E.

1) Soit p un projecteur de E, c’est & dire un endomorphisme de F tel que pop = p.
a) Montrer que Im(p) = Ker(p — Idg)
b) Déterminer les valeurs propres de p.
2) Soit p et ¢ deux projecteurs de E tels que pog = qgop. On pose f =p+q.
a) Déterminer f3 —3f2 + 2f.
b

) En déduire les valeurs propres possibles de f.
3) a) Montrer que 0 est valeur propre de f si et seulement si Ker(p) N Ker(q) # {O0g}.
)

b) Montrer que 2 est valeur propre de f si et seulement si Im(p) N Im(q) # {Og}.
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* *
Exercice 13 Voir correction —

Soient A et B deux matrices de M,,(R) telles que AB—BA=A
1) Pour tout k € N, montrer 'égalité A*B — BA* = kA*
2) L’ensemble des matrices nilpotentes forme-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?
3) Montrer que A est nilpotente en étudiant I’application ¢ : M, (R) - M, (R), M — MB — BM.

* *
Exercice 14 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et a et b deux réels distincts. on note Idg I'application identité de E.
Dans tout I'exercice, f désigne un endomorphisme de E vérifiant :

2= (a+0b)f+abldg =0 (1)
1) Quelles sont les homothéties vérifiant la relation (1)?
2) a) Déterminer une condition suffisante portant sur les deux réels a et b pour que f soit bijective. Calculer alors
=
b) On suppose que f n’est pas une homothétie. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur les
deux réels a et b pour que f soit un projecteur.

On suppose désormais que f n’est pas une homothétie.
3) a) Déterminer deux réels A et p tels que f = A(f — aldg) + u(f — bldE)
b) En déduire qu’il existe deux projecteurs p et g tels que f =bp+aget pop=pog=0

4) On suppose désormais que a et b sont non nuls. Montrer que pour tout n € N, on a :

fr=0b"p+a"q (2)
Pour tout entier n > 0 si f est bijective, on définit f=" par f=" = (f~1)". La relation (2) est-elle vérifiée pour
tout n € Z7
* X %
Exercice 15 Voir correction —

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension fini.

1) Soit u un endomorphisme diagonalisable de E. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de F stable par wu,
alors up est diagonalisable.

2) Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. Montrer que u et v possédent une base

commune de diagonalisation, c’est & dire qu’il existe une base B telle que Matg(u) et Matg(v) sont toutes deux
diagonales.

3) Soit f un endomorphisme inversible de E tel que f2 et f3 sont diagonalisables. Montrer que f est diagonalisable.
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Correction des exercice

Correction de ’exercice 1 : L’idée est de d’abord diagonaliser A.

det(A—XTI)=(-5-X)(-2—-X)—18 = X?4+7X -8 = (X +8)(X —1). Ce trindme a deux racines : X; = —8 et X5 = 1, donc
A a deux valeurs propres distinctes, 1 et —8. On en déduit que A est diagonalisable, donc qu’il éexiste une matrice P inversible
telle que P~1AP = (é 08) En posant B = P <(1) 02> P~!' onadonc B>=P (é O2> pl=pP ((1) 08) P l=A.
Correction de I’exercice 2 : X*—1 est un polynome annulateur de A et X*—1 = (X2—-1)(X2+1) = (X —1)(X+1)(X2+1).
Ses seules racines sont —1 et 1 donc ce sont les seules valeurs propres possibles de A.

Elever au carré une matrice diagonale avec seulement des —1 et des 1 sur la diagonale donne la matrice identité, Si A était
diagonalisable, A2 serait semblable & I,, donc égale & I,,. L’égalité A% = I,, donnerait ensuite A% = A, ce qui contredit les
hypothéses de I’énoncé. On en conclut que A n’est pas diagonalisable.

Correction de ’exercice 3 :

1) Toutes les dérivées d’un polynoéme sont des polynoémes, un produit et une somme de polyndome est un polynéme donc
si P € Ry[z], ¢(P) est un polyndme et on a : deg((X — 1)P (X)) = deg(X — 1) + deg(P (X)) < 14+n—-1<mn

(X — 1)2 7 (X — 1)2 "
et deg(TP (X)) = deg — + deg(P"(X)) < 24+ n —2 < n, donc par somme deg(¢(P)) < n donc

¢(P) € R, [z].
2) Dans le cas n = 2, une base possible de Ry[z] est (1, X,X?%). Ona ¢(1) =1, ¢(X) = X — (X — 1) = 1 et ¢(X?) =
(X —1)2 1 1 1
X2 2X(X-1) 42— = -X24+2X + X?—-2X +1 = 1. La matrice de ¢ dans cette base est donc [0 0 0
0 0 0
3) On peut constater que si P est de degré k < n, alors ¢(P) est de degré inférieur ou égal a k. Ainsi, dans la base
canonique (1, X, X?2,...,X"), la matrice de ¢ est triangulaire supérieure et ses valeurs propres se lisent alors sur la

diagonale.

X2 -_2X +1
2

Ve [,2,n], o(XF)=XF k(X -1)X*1 4k -1) Xxk-2

k(k—1 k2 —3k+2
Le terme de degré k de ¢(X*¥) est donc 1 — k + (2 ): Z * .

1 3
La fonction f : z — 5(:1:2 —3x +2) a pour dérivée f'(z) =z — 3 donc est strictement croissante sur [2; 4+o00[. Ainsi, les

k? — 3k +2
valeurs % sont toutes distinctes lorsque k parcours N\ {0,1}.
De plus,f(0) =1 et f(1) =0, et on savait déja que 0 et 1 était valeur propre grice a la question précédente. f(2) =0
redonne la valeur propre 0 et f(3) = 1 redonne la valeur propre 1. A partir de k¥ = 4 on a f(k) > 3 donc on obtient
uniquement de nouvelles valeurs propres
k* — 3k +2

> , kel2, n]]}, cet endomorphisme possede doncn — 1 valeurs

En conclusion, les valeurs propres de ¢ sont {
propres distinctes.
Correction de I’exercice 4 :
1) Supposons A inversible, alors BA = A"'ABA donc BA est semblable & AB. Puisque AB est diagonalisable, BA est
semblable & une matrice diagonalisable donc diagonalisable.
(En effet, il existe P inversible et D diagonale telles que AB = PDP~! donc BA = A"'PDP~1A = (P7tA)~1D(P~1A)).
De méme, supposons B inversible, alors BA = BABB~! donc BA est semblable & AB, donc est diagonalisable.

2) Si A et B ne sont pas inversible ce résultat n’est plus vrai. On a par exemple avec A = (8 (1)), et B = (é 8) on a
0 0 0 1

AB = ( ) donc AB est diagonale donc diagonalisable, mais BA = 0 o) BA n’est pas diagonalisable : en effet

0 0
elle est triangulaire supérieure avec uniquement des 0 sur la diagonale. Si elle était diagonalisable elle aurait pour seule
valeur propre 0 donc serait égale a la matrice nulle.

Dans cet exemple AB est donc diagonalisable mais BA ne ’est pas.

Correction de 1’exercice 5 :

1) On remarque que les trois colonnes de A sont colinéaires & la premiere, en la multipliant par a et par a?.
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a® 3a?
Ainsi, A est de rang 1 donc son noyau est de dimension 2. De plus, on remarque que A | a | = | 3a | = 3X donc
1 3
a2
X = | a | est un vecteur propre associé a la valeur propre 3.
1

La somme des dimensions des sous espaces propres associés aux valeurs propres 3 et 0 est supérieure ou égale a 3 donc
A est diagonalisable.

2) Pour n =3 et (a1, a2,a3) = (1,a,a?) et (b1,ba,b3) = (1,1/a,1/a?) (c’est adire a; = a’~ ' et b; = a' ) ona a;b; = a7
et donc on a bien A = (a;b;)1<i j<n-

3) Si M =0, elle est diagonalisable avec pour seule valeur propre 0.

a
Sinon, M est de rang 1 car toutes ses colonnes sont de la forme b; - | : | donc toutes colinéaires. Ainsi 0 est valeur
an
propre de M de multiplicité n — 1.
Z1
Raisonnons par analyse synthése : soit A € R* et supposons qu’il existe X = : € My 1(R) non nul tel que
Ty
MX =)2X
ai a1
a2 a2
Puisque Im(M) = Vect ) et que AX € Im(M) alors X € Im(M), il existe donc un réel p tel que X = pu-
G Qn
On a alors
22 =1 016564 pa
MX =p- Ej:l.@bjaj = ibjaj = tr(M) - X
3 -1 anbja; "~ pan
donc la valeur propre associée a X est tr(M).
ay
Réciproquement, le méme calcul montre que | : | est un vecteur propre de M associé & la valeur propre tr(M).
29
En conclusion, il y a trois cas possibles :
ai
— Oubien | : | =0, auquel cas M = 0 donc M est diagonalisable.
Qp
aj
— Oubien | : | #0, et tr(M) # 0, auquel cas M admet deux valeurs propres : 0, de multiplicité n — 1, et tr(M),
an,
de multiplicité 1, et donc M est diagonalisable.
ai by
— Oubien | | #0, | | #0, et tr(M) = 0. Dans ce cas, la seule valeur propre de M est 0 mais M n’est pas
an bn,

la matrice nulle, donc M n’est pas diagonalisable.

Ainsi M est diagonalisable si et seulement si M = 0 ou si tr(M) # 0.
Correction de I’exercice 6 :
1) Pour P=1, P =0 donc f(P)=0
Pour P =X, P’ =1donc f(P) = (X%?-1) =2X
Pour P = X2, P’ =2X donc f(P)=(2(X?-1)X) =4X? +2(X?—-1)=6X%2-2
Pour P = X* P = kX*~1 donc f(P) = (k(X? — )Xk 1) = 2kXX* 1 + k(k — 1)(X2 - D)X*2 = (k+ k2)XF -
(k? — k) XF=2.

2) Dans la base canonique, la matrice de f est une matrice triangulaire supérieure :
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0 0 -2 0 0
0 2 0 0 0
0 0 6 0 0
Mats,(f)= |0 ... ... 0 kK24+k 0 .- 0
0 -+ cer e e m24

dont les coefficients diagonaux sont (k2 + k)o<r<n. Ainsi, sp(f) = {k? + k | k € [0,n]}.

3) Les valeurs propres de f sont toutes distinctes car la suite (k% + k)jen est strictement croissante (différentes facon de
le montrer : montrer que w41 — u, > 0, montrer que x — % + x est strictement croissante sur [0; +oo[, etc...). La
matrice de f est de taille n + 1 et elle a n + 1 valeurs propres distinctes donc elle est diagonalisable.

Correction de ’exercice 7 :

1) X3 + X est un polynéme annulateur de f. Comme X3 + X = X (X2 + 1), sa seule racine est 0 donc la seule valeur

propre possible de f est 0.
Comme f est de rang 0 ou 1 et que dim(E) > 2, alors le théoréme du rang donne dim(Ker(f)) > 1 donc 0 est valeur
propre de f.
2) Supposons f # 0
a) Si f est de rang 0, alors f = 0 et le résultat est évident. Si f est de rang 1, il existe xg € E tel que f(xg) # 0 et

Im(f) = Vect (x). De plus, f(zo) € Im(f) donc il existe g tel que f(z¢) = Agxo. Or 0 est la seule valeur propre

de f donc Ag = 0. Ainsi, f(z¢) = 0 donc pour tout y € Im(f), il existe u tel que y = pxg et f(y) = pf(zo) = 0.

On en déduit que Im(f) C Ker(f).

b) Pour tout z € E, f(z) € Im(f) donc f(z) € Ker(f) et ainsi f2(z) = 0. On a donc f? = 0 donc f3 = 0 et donc

f =0, ce qui contredit ’hypothese f # 0.

On en conclut que le seul endomorphisme f de E vérifiant rg(f) <1 et f3 + f = 0 est 'endomorphisme nul.
Correction de I’exercice 8 : On remarque que u® — 5u? + 6u = u o (u? — 5u + 6id) = u o (u — 2id) o (u — 3id). Ainsi,
Ker(u o (u — 2id) o (u — 3id)) = Ker(0z(g)) = E.

Premiére Méthode (avec dim(Ker(f o g)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)) :

Montrons préalablement que si f et g sont deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie, alors dim(Ker(fo
9)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)) :

La restriction fim(g) de f & Im(g) vérifie Im(fiimg)) = Im(f o g), si on applique le théoréme du rang & fipy,g) on obtient
donc :

dim(Im(g)) = rg(fimm(g)) + dim(Ker(fiim(g)))
n — dim(Ker(g)) = rg(f o g) + dim(Ker(fjim(g)))
n — dim(Ker(g)) = n — dim(Ker(f o g)) + dim(Ker( fjim(g)))

d’ou dim(Ker(f o g)) = dim(Ker(g)) + dim(Ker(fjim(g))). Or Ker(fiim(g)) C Ker(f) (car 2 € Ker(fiim(g)) = flim(g)(z) =0 =
f(z) = 0), d’ott 'inégalité voulue.

D’apres le cours, Ker(u), Ker(u—2id) et Ker(u—3id) sont en somme directe (avec éventuellement certains des ces sous-espaces
vectoriels réduits & {0}). On a donc

Ker(u) ® Ker(u — 2id) @ Ker(u — 3id) C E (1)
et puisque la somme est directe on a dim(Ker(u) @ Ker(u — 2id) @ Ker(u — 3id)) = dim(Ker(u)) + dim(Ker(u — 2id)) +
dim(Ker(u — 3id)).
D’apres I'inégalité sur les noyaux montrée (qui s’étend par récurrence immédiate a une composition de plusieurs endomor-
phismes) :
dim(Ker(u o (u — 2id) o (u — 3id)) < dim(Ker(u)) + dim(Ker(u — 2id)) + dim(Ker(u — 3id)) (2)
=dim(Ker(u)®Ker(u—2id)®Ker(u—3id))

Or vo (v —2id) o (u — 3id) = 0 donc Ker(u o (u — 2id) o (v — 3id)) = Ker(0) = E et donc I'inégalité (2) donne

dim(FE) < dim(Ker(u) ® Ker(u — 2id) @ Ker(u — 3id)) < dim(F)
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Donc toutes ces inégalités sont des égalités et I'inclusion (1) est une égalité. Ainsi, E = Ker(u) ® Ker(u — 2Id) @ Ker(u — 3Id)
donc u est diagonalisable avec Sp(u) C {0, 2, 3}.

Remarque : On peut appliquer cette méthode deés lors qu’on dispose d’un polynéme annulateur de u qui est scindé a
racines simples, c’est a dire qui s’écrit sous la forme []7_, (X — Aj) avec tous les A distincts.

Seconde méthode (par analyse-synthése) : Soit € E. On cherche & écrire = sous la forme z = x; + z2 + x5 avec
x1 € Ker(u), z9 € Ker(u — 2id) et 23 € Ker(u — 3id). Supposons que ce soit le cas et appliquons u, on obtient

u(z) =0+ 2z + 33

en appliquant de nouveau u :
u?(x) = 4wy + 93
1
Ty = 5(3u(1‘) —u?(x))
et on trouve 1
3

229 +3x3 = ugx) .
r3 = —(—2u(x)+u3(x))

On résout le systeme { Ay + 915

[
<
&

1 1 1
Réciproquement, si on pose xy = 5(3u(aj) —u?(z)), 23 = g(—2u(x) +ul(z))etry =x—a0—73 =2 — gu(x) + 6u2(x), alors

u(ze) — 2x9 = %(i’mz(a:) —u(x)) — 3u(z) +u?(z) = %(fug(z) + 5u?(z) — 6u(x)) =0 car u® — 5u® 4+ 6u =0

on a bien zg € Ker(u — 2id).

u(xzs) — 3wy = %(—2u2(x) +u3(2)) + 2u(z) —u?(z) = %(u‘o’(x) — 5u?(z) 4 6u(z)) =0

on a bien zz € Ker(u — 3id)

u(zy) = u(z) — gUQ(x) + %u?’(x) = %(u?’(x) — 5u?(z) + 6u(z)) =0

On a bien z; € Ker(u).
Ainsi, z € Ker(u) + Ker(u — 2id) + Ker(u — 3id), donc E = Ker(u) ® Ker(u — 2id) @ Ker(u — 3id), u est donc diagonalisable
avec Sp(u) C {0;2;3}.
Correction de ’exercice 9 :
1) On sait que pour tout k € N, Im(u**1) C Im(u*) donc dim(Im(u*)) — dim(Im(u¥*1)) > 0.
Considérons la restriction de u & Im(u*) et appliquons le théoréme du rang

dim(Im(uk)) = rg(u“m(uk)) + dim(Ker(u“m(uk)))
= rg(uF 1) 4 dim(Ker(u) N Im(u*))

Or rg(u) = n — 1 donc dim(Ker(u)) = 1 et donc dim(Ker(u) NIm(u*)) < 1, d’ou le résultat.
2) Supposons qu’il existe kg € [0,n — 1] tel que Ker(u*?) = Ker(ufot1).
Montrons par récurrence la propriété P (k) : Ker(u) = Ker(u**1) pour k > ko

— Initialisation : La propriété est vraie pour k = ko par hypothese

— Hérédité : Supposons la propriété vraie pour un rang k. On sait que Ker(u**1) c Ker(u*+2), montrons l'inclusion
réciproque :
soit z € Ker(u**2). Alors u(z) € Ker(u**!) mais Ker(u**1) = Ker(u*) par hypothése de récurrence, donc
uF(u(z)) = 0, autrement dit u**1(z) =0 et donc = € Ker(u**1). Ainsi Ker(u**2) C Ker(u**1)

— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout k > ko on a Ker(u*) = Ker(u*+1)

Or on sait que u est nilpotente donc u™ = 0, et Ker(u") = Ker(0) = E, donc Ker(u*) = E.

3) Pour tout k € [0,n — 1], Ker(u*) C Ker(u**1) donc la suite (dim(Ker(u")))o<r<n est croissante. Supposons qu’elle ne
soit pas strictement croissante, alors il existe un rang ko € [0,n — 1] tel que dim(Ker(u*)) = dim(Ker(u*0*1)), donc
Ker(u*0) = Ker(u*o*1). On en déduit d’apres la question précédente que Ker(u*?) = E.

Ainsi d’aprés le théoréme du rang, dim(Im(u*0)) = 0. Mais rg(u) = n — 1 et le rang de u* ne décroit au plus que
de 1 en 1 d’aprés la question 1. On ne peut donc avoir dim(u*) = 0 que pour k > n. Contradiction, donc la suite
(dim(Ker(u*))o<r<n est strictement croissante.

Puisque dim(Ker(u®)) = dim(Ker(id)) = 0 et que dim(Ker(u™)) = n, on en déduit que pour tout k € [0,n],
dim(Ker(u*)) = k.
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4) Les Ker(u*) sont stables par u
Réciproquement, soit I un sous-espace vectoriel de £ stable par u. u|p est aussi nilpotente donc en prenant k& = dim(F)
on a ufF = 0. Ainsi, F C Ker(u"), et puisque dim(Ker(u*)) = k on en conclut par égalité des dimensions que
F = Ker(u*). Ainsi, les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par u sont bien les Ker(u*).
Correction de ’exercice 10 :

1) Supposons que A = (a; ;)1<i,j<n €t B = (bij)1<i,j<n sont deux matrices stochastiques. Posons C' = (¢; j)1<i,j<n = AB.
Alors pour tout (7,j) € [1,n]?, ¢ij = > p_; @i,kbk,j donc ¢; ; > 0 comme somme de termes positifs, et

Vie[ln], > cij=Y_> airbk;
j=1

j=1k=1

n n

= Z ag Z by ;

k=1 j=1

=1

= Z @ik car B est stochastique

=1 car A est stochastique

donc C' = AB est stochastique.

2) lest valeur propre de A pour le vecteur
1
3) Soit A une valeur propre de A. Alors il existe un vecteur colonne X € M,, 1(R) tel que AX = AX, ce qui se traduit par

n
Vi € [1,n], Zai,jxj = A\,
j=1
Choisissons ig € [1,n] tel que |z;,| = n[%ax]] |z;| et appliquons la valeur absolue & ’égalité précédemment obtenue :
i€[1l,n

n
Zaimjmj = ‘)" x ‘mi0|
=1

donc par inégalité triangulaire :

n n
AL i | <7 aig las| <Y aig i
j=1 j=1
par définition de 4o, et car pour tout (4, j), a; ; > 0. Puisque 2721 a;,,; = 1, on en déduit finalement que |A|x|z;,| < |z, ].
Or z;, est nécessairement non nul car X # 0. On en déduit finalement que |A| < 1.
Correction de ’exercice 11 :
1) Si AB — BA = ol avec a € R, alors tr(AB — BA) = tr(al) = na. Or, tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0 donc
nécessairement a = 0 et on a alors AB — BA =0 donc AB = BA.
2) a) Supposons W diagonalisable. Puisque W est de rang 1, donc 0 est valeur propre de W et le sous-espace propre

associé, Ker(W), est de dimension n — 1. W a donc au plus une autre valeur propre A, et A # 0 sinon W serait
nulle donc de rang 0. Le sous-espace propre associé a A est de dimension 1 donc il existe une matrice inversible P

A 0 e 0
0 0 0
telle que W = PDP~! avec D = ,
0 ---0--- 0

On a alors tr(W) = A #£ 0.
b) Supposons que tr(W) # 0
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3)

Soit w € L(R™) lapplication canoniquement associée & W. Im(w) est de dimension 1 donc si e; € Im(w) est non

nul on peut le compléter en une base (e1,es,...,e,) de R™. Dans cette base, la matrice de w est de la forme
wl w2 PR wn
o 0 --- 0

wW'=1 . .| avec (wy,wa, ..., wy) # (0,0,...,0) et W est donc semblable & cette matrice.
0 - --- 0

Deux matrices semblable ont la méme trace donc tr(W) = wy. Si tr(W) # 0, alors wy # 0 donc w; est une valeur
propre non nulle de W’ donc de W (car W' est triangulaire supérieure). On en déduit que W est diagonalisable
car dim(Ker(W)) =n — 1 et dim(FE,,) > 1.
c) Sitr(W) = 0, alors w(e;) = 0 et puisque Vk > 2, w(eg) = wy, - €1 on a w?(ex) = wy - w(ey) = 0. Puisque w? est

nulle sur une base de R™ elle est nulle sur R®, donc W?2 = 0.

Soit k € N. V est de rang 1 donc V A* est de rang inférieur ou égal a 1. Si V A* est de rang 0, alors VA*V =0 et il n’y

a plus rien a montrer.

Supposons donc que V A* est de rang 1 alors on peut appliquer les résultats de la question 2. Puisque tr(V A*) =

tr(ABA* — BA*1) = tr(ABAF) — tr(BA*) = tr(BAF!) — tr(BA**1) = 0, on a (VA¥)2 = 0 d’apreés la question

2)c).

Cela implique que Im(V A*) C Ker(V A*).

Puisque V est de rang 1 et que Im(V A¥) C Im(V), on a Im(V') = Im(V A*) par égalité des dimensions, donc Im(V') C

Ker(V A*) d’on VA*V = 0.

Correction de 1’exercice 12 :

1)

a) Si z € Im(p), alors il existe 2’ € E tel que z = p(z’) donc p(z) = p?(z’) = p(a’) = x, et donc (p — Idg)(z) = 0p.
Réciproquement, si ¢ € Ker(p — Idg), alors p(z) = « donc « € Im(p). On a donc bien Im(p) = Ker(p — Idg).

b) X2 = X est un polynéme annulateur de p, donc les valeurs propres possible de p sont 0 et 1. On a p = Oz(m)
si et seulement si sa seule valeur propre est 0, p = Idg si et seulement si sa seule valeur propre est 1, et lorsque
p # 0 et p # Idg alors p est diagonalisable avec comme valeurs propres 0 et 1 car F = Ker(p) @ Im(p) =
Ker(p) @ Ker(p — Idg).

a) Comme p et ¢ commutent on a directement f3 = p? +3p2oq+3pog®+¢® =p+6pog+qcarp? =pet ¢> =q.
De méme : f2 = p? +2poq+¢? = p+ 2poq+ q, donc finalement :

fP=3f+2f=p+6pog+q—3(p+2poq+q)+2(p+q)

=0

b) D’apres la question précédente, P(X) = X? — 3X?2 + 2X est un polyndéme annulateur de f, et P(X) = X(X? —
3X +2) = X(X —1)(X — 2). Ses racines sont 0, 1 et 2 donc les valeurs propres possibles de f sont 0, 1 et 2.

a) Si 0 est valeur propre de f, alors il existe x € E, x # O tel que f(z) = 0 donc p(z) 4+ ¢(x) = 0 (*). En composant
par p on obtient p(z) + p(q(z)) = p(x) + q(p(x)) = 0, et en composant par ¢ on obtient ¢(p(x)) + ¢(x) = 0, donc
finalement :

p(x) +q(p(x)) = a(p(z)) + q(x) = 0

d’ott p(z) = q(x) donc en reprenant (*) : 2p(z) = 2¢(x) = 0, donc = € Ker(p) NKer(q) et finalement :

‘Ker(p) NKer(q) # {0r} ‘

Réciproquement, si z € Ker(p) N Ker(q) avec « # Og, alors f(z) = p(x) 4+ g(x) = 0 donc 0 est valeur propre de f.
b) Si 2 est valeur propre de f, alors il existe un vecteur = de E, x # O tel que f(z) = p(x) + q(z) = 2z (*).
En composant d’une part par p, d’autre part par ¢ on obtient :

p(x) +p(g(x)) =2p(z) et p(q(r)) +q(z) = 2q(x)
d’ott
p(x) =p(q(z)) et q(x)=plq(x))

donc p(z) = ¢(z), d’ou en reprenant (*) : 2p(z) = 2¢(x) = 2z et finalement p(x) = = et g(z) = z, donc
z € Im(p) NIm(q) d’ott :

[ Im(p) N Im(g) = {0}

Réciproquement, si x € Im(p) NIm(q) avec x # O, alors p(x) = x et q(x) = x car p et ¢ sont des projecteurs donc
on a bien f(z) = p(z) 4+ ¢(x) = 2z donc 2 est valeur propre de f.

QOB
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Correction de 1’exercice 13 :
1) Pour k=0ona:

A*B—BA*=B—-B=0 et kAF=0

donc I'égalité est vraie pour k = 0.
Si elle est vraie pour un entier k, alors

kAR = A(AFB — BAF)
= A"'B — ABA"

Or on a AB = A+ BA d’apres 1'égalité de départ donc :

= A*1B — (A + BA)AF
_ Ak+lB o BAk+1 o Ak:+1
d’ou Ak+1B _ BAkJrl — kAk:+1 +Ak+1 — (kJr 1)Ak+1.

2) Non, par exemple pour n =2 si A = (8 é) et B = ((1) 8 alors A2 = B? = 0 et pourtant A+ B = <(1) é) ne lest
pas, donc I’ensemble des matrices nilpotentes n’est pas stable par addition.

3) ¢ est un endomorphisme de M, (R) (facile) et d’aprés la question 1), A* est valeur propre de ¢ associé a la valeur
propre k pour tout entier k.

Si on avait A¥ =# 0 pour une infinité de valeurs de k, alors ¢ aurait une infinité de valeurs propres distinctes
correspondant & ces valeurs de k. Ceci est impossible donc il existe k € N tel que A¥ = 0.

Correction de 1’exercice 14 :

1) Supposons que f est une homothétie de rapport A € R vérifiant la relation (1).
On a f = Mdg donc f2 = A\?Idg et ainsi :

A= (a+b)f+abldg =0 = (A2 — (a +b)\+ ab)ldg = 0
= N —(a+bA+ab=0
= A—a)A=b)=0
= A=a ou A=0D

donc A € {a;b}. Réciproquement, si A = a alors f2 — (a + b)f + abldg = (a® — (a + b)a + ab)ldg = 0 et de méme si
A=b.

Les homothéties qui vérifient (1) sont donc les homothéties de rapport a ou b.

2) La relation (1) est équivalente & fo (f — (a + b)Idg) = —abldg. Si a et b sont non nuls, alors ab # 0 et on peut écrire :

fo;—;(f—(a—i—b)IdE):IdE

-1
donc f est inversible et f~1 = —b(f — (a+0)ldg).
a

3) Raisonnons par analyse synthése : si f est un projecteur, alors f2 = f donc la relation (1) donne :

(I1—a—=b)f+abldg =0

b
Sia+b#1, alorsf:—ai
l—a—-10
donne abldg =0 donca=0o0ub=0.
On a donc nécessairement (a,b) € {(1,0);(0,1)}.
b=0

Réciproquement, supposons que a = 1 et

Idg donc f est un homothétie. On a donc nécessairement a +b = 1 et la relation 1

, alors la relation (1) donne :

fP-f=0

donc f est un projecteur.
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1)

Raisonnons par analyse-synthése : supposons que A et p sont deux réels tels que f = A\(f —aldg) + p(f — bldg). Alors :

I-A=—p)f+Aa+pb)ldg =0
or f n’est pas une homothétie donc la famille (Idg, f) est libre donc

1-A—p = 0
Aa+pb = 0

b ot |y — a

Réciproquement, on a bien :

d’ott 'on déduit que | A (car a et b sont distincts).

b—a b—a b—a a-—0»

—a

(f—aIdE)—kaa_b(f—bIdE):( b a >f+<_ab+_ab>IdE
f

1 1
Posons p = fa(f —aldg) et ¢ = m(f — bldg). On a alors :

b
2 1 2 2
p? = (b—a)2(f —2af +a’ldg)
1
= b=y ((a+b)f —abldg — 2af + a*Idg) en utilisant (1) pour exprimer f?
1
= b=y (b—a)f —ad—a)ldg)
1
= bf(f — aldp)
=P
et on vérifie de méme que ¢ = gq.
On a aussi :
—1
pogq= (b _ CL)Q (.f - aIdE) © (f - bIdE)
=0 car (X —a)(X — b) est un polyndéme annulateur de f d’apres (1)

et poq = qop car deux polynémes de I’endomorphisme f commutent.

La relation est vraie pour n = 1 d’apres la question précédente et si f™ = b"p + a™¢q pour un certain entier n alors :

[t = (bp + ag) o (b"p + a™q)

=0"1p® +bpogtagop+atly®
~— —~—
=0 =0
— bn-‘rlp + an+1q

donc par récurrence elle est vraie pour tout entier n.
Montrons que f~' =b"'p+alq:

(b 'p+alg)o(bp+aq) =bb'p? +aa lq=p* + > =p+gq

1 1 b—

Orp+gq= bi(f —aldg) — b—(f —bldg) = - ®Ndp = Idg donc b~'p + a~'q est bien 'inverse de f, et par
—a —a —a

récurrence immédiate on montre de méme que f~" = (f~1)" = b~"p + a~"q. La relation (1) est donc vérifiée pour

tout entier n € Z*.
Enfin, f =Idg et % +a’¢=p+q=1dg
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Correction de 1’exercice 15 :

)

Soient E),, ..., Fx, les sous-espaces propres de u. On a alors E = Ey, @ ... ® E)_. Pour tout k € {1,...,r} posons
Fi, = F'N By, et montrons que
F=F+---+F,

Attention : dans le cas général on a FN(Ey +---+ E.) # (FNE)+ -+ (FNE,) (ex avec F' = Vect ((1,1)),
Ey = Vect ((1,0)) et E5 = Vect ((0,1)), il faut donc utiliser ici le fait que F' est stable par u.

Soit x € FN(Ex, + -+ Ey,), alors = 21 + - - - + 2, avec pour tout k € {1,...,r}, zx € E5, et x € F.
Alors u(z) = Mz + -+ Mayr € F et Ay = Aoz + -+ + A\, € F donc en faisant la différence en obtient :

()\1 - )\r)xl + -+ ()\r—l — )\r)xr el

On réitere jusqu’a obtenir z1 in F', puis on déduit en remontant les itérations x5 € F' et ainsi de suite jusqu’a =, € F.
Ainsion abienz € (FNEy)+---+ (FNE,).

De plus, les (Fj) sont en somme directe car les Ej, le sont d’aprés le cours, donc finalement FF = F; @ Fo & --- & F,.
Sur chaque Fj on a up, = A\gldp, donc F' est somme de sous-espaces propres de up, donc up est diagonalisable.
Commencons par montrer que les sous-espaces propres de v sont stables par v : notons (E)xespec(u) les sous-espaces
propres de u. Soit A € Spec(u), alors pour tout z € E) on a u(v(z)) = v(u(z)) = v(Ax) = Av(x) car u et v commutent,
donc v(z) € Ey. Ainsi E) est stable par v.

Chaque restriction v|g, est diagonalisable sur Ey d’apres la lére question car v est diagonalisable. Ainsi pour chaque
A € Spec(u) il existe une base By = (e}, ..., e;\) de E) dans laquelle v est diagonale, et tous les vecteurs de cette base
sont des vecteurs propres de u puisqu’ils sont dans E}.

En regroupant toutes les bases By pour toutes les valeurs de A\ dans Spec(u) on obtient une base de E dans laquelle
les matrices de u et v sont diagonale.

f? et f3 commutent car f2o f2 = f5 = f3 0 f2, donc d’aprés la question 2) il existe une base B telle que Matg(f?) et
Mats(f3) sont diagonales. Leurs valeurs propres sont non nulles car f est inversible donc f2 et f2 le sont aussi.

Pour un vecteur e de la base B, il existe A € R* et u € R* tels que f2(e) = Xe et f3(e) = pe.

Alors f2(e) = Xe = f3(e) = Mf(e) donc pe = Af(e) donc f(e) = %e. Ainsi e est un vecteur propre de f associé a la
I

valeur propre Y

La base B est donc une base de vecteurs propres de f, la matrice représentative de f dans cette base est donc diagonale
donc f est diagonalisable.

QOB
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